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Abstract
In this article we verify Duflo’s conjecture for SU(2,1) with respect to a Borel subgroup. It turns out that
the non-standard notion weakly proper (faiblement propre) in the formulation of Duflo’s conjecture is more
reasonable than the standard notions proper and proper over image.
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1. Introduction
Soient H ⊂ G des groupes de Lie presque algébriques connexes. Soit π une représentation
irréductible unitaire de G. Un problème important dans la théorie des représentations est d’étu-
dier la restriction de π à H , π |H . Ce problème est connu sous le nom de « branching problem »
ou « problème de branchement ».
En relation avec le problème de branchement, T. Kobayashi a introduit dans [6] le concept de
H -admissibilité : on dit que π |H est H -admissible, si π |H se décompose discrètement et avec
multiplicités finies.
Maintenant, voyons le problème géométriquement. Soit g∗ (resp. h∗) le dual linéaire de g :=
Lie(G) (resp. h := Lie(H)). Supposons que π est associée à une G-orbite coadjointe O dans g∗ :
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Kostant–Souriau  , devient un H -espace Hamiltonien. L’application moment associée est la
projection naturelle p :O→ h∗. La question qui se pose alors est de savoir si l’on peut apporter
une réponse au problème de branchement via le H -espace Hamiltonien (O,).
C’est le cas pour les groupes résolubles exponentiels (voir [2]). C’est aussi le cas pour les
groupes de Lie compacts (voir [3] et [4]).
Inspiré par les divers travaux cités dessus, Duflo a formulé une conjecture concernant le pro-
blème de branchement pour les séries discrètes d’un groupe presque algébrique réel.
Notons donc h∗fr l’ensemble des formes linéaires fortement régulières dans h∗. Rappelons que
h ∈ h∗ est dite fortement régulière, si (1) h est régulière : i.e., l’algèbre de Lie de son stabilisateur
(par rapport à l’action coadjointe), h(h) est de dimension minimale. (2) s(h) est de dimension
maximale lorsque h parcourt l’ensemble des formes régulières, où s(h) désigne l’ensemble des
X ∈ h(h) pour lesquels adX est semi-simple. Nous dirons qu’une orbite coadjointe est fortement
régulière si une (donc toute) forme linéaire de l’orbite est fortement régulière. Il est connu que
toute série discrète de H correspond à une (unique) H -orbite coadjointe admissible et fortement
régulière dans h∗ (au sens de Duflo). Puisque la définition pour orbite (forme) admissible est
technique (liée au « revêtement métaplectique »), on renvoie à [1] et [7].
Dans la suite, soit G un groupe de Lie réel connexe semi-simple. Supposons que π est une
série discrète de G. Notons Oπ l’orbite liée à π (au sens de Duflo). Alors La conjecture de
Duflo énonce les assertions suivantes :
(i) Pour que la restriction de π à H , π |H , soit H -admissible, il faut et il suffit que la projection
naturelle p :Oπ → h∗ soit faiblement propre.
(ii) Si π |H est H -admissible, toute τi irréductible qui figure dans la décomposition π |H =∑
ki .τi (ki  1) correspond à une (unique) H -orbite coadjointe admissible et fortement
régulière Ωτi de h∗, avec Ωτi contenue dans p(Oπ ).
(iii) Si π |H est H -admissible, les multiplicités ki doivent pouvoir s’exprimer géométriquement
dans l’espace réduit correspondant. De plus, dans les bons cas, le slogan quantification
commute avec réduction reste valable.
Ici la notion « faiblement propre » signifie que pour tout compact L qui est contenu dans
p(Oπ ) ∩ h∗fr , p−1(L) ⊆ Oπ est compact. Dans cet article, on utilisera aussi la notion classique
propre sur l’image (et resp. propre) selon laquelle pour tout compact L⊆ p(Oπ ) (resp. L⊆ h∗),
p−1(L) ⊆Oπ est compact. Remarquons que les deux dernières notions classiques sont très sou-
vent utilisées dans la géométrie symplectique.
Dans cet article, on va vérifier la conjecture de Duflo dans le cas où G = SU(2,1) et H est
un sous-groupe de Borel de G, en mettant l’accent sur la notion faiblement propre. L’intérêt de
cette vérification est justifié par les raisons suivantes.
Premièrement, en général, la décomposition de la restriction des séries discrètes d’un groupe
de Lie simple à un sous-groupe parabolique est très peu connue. Mais dans le cas particulier
mentionné plus haut, la décomposition explicite pour toute série discrète de G restreinte à H
a été obtenue récemment dans [7] : il s’avère que dans ce cas, pour toute série discrète (ho-
lomorphe ou pas), la restriction est H -admissible. Deuxièmement, on va voir que dans ce cas,
l’application moment est toujours faiblement propre, mais elle n’est pas forcément propre sur
l’image. D’autre part, il faut souligner que dans d’autres cas, la notion « faiblement propre » peut
coïncider avec la notion standard « propre sur l’image » : c’est le cas pour (G,H), où G est
un groupe de Lie simple hermitien, et H est un sous-groupe exponentiel maximal (voir [7,8]).
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SU(2,1) et de ses sous-groupes de Borel montre donc que la notion non standard « faiblement
propre » semble plus pertinente que les notions standard « propre sur l’image » ou « propre » pour
caractériser géométriquement les situations où la restriction d’une série discrète à un sous-groupe
est admissible.
2. Quelques propriétés de SU(2,1)
Dans tout ce qui suit, on note G le groupe SU(2,1) et g son algèbre de Lie.
Notons θ l’involution de Cartan sur G et g, telle que θ(g)= t g−1 pour g ∈ G et θ(X)= −tX
pour X ∈ g. Désignons par G = K expp la décomposition de Cartan associée, et par k l’algèbre
de Lie du sous-groupe compact maximal K . Alors le centre z(k) de k est de dimension 1. Il est
engendré par la matrice Z = i
(
1 0 0
0 1 0
0 0 −2
)
. On prend une sous-algèbre de Cartan compacte t ⊂ k
comme
t= {diag(ih1, ih2, ih3) ∣∣ h1, h2, h3 ∈R et h1 + h2 + h3 = 0}.
Le système de racines associé est
 :=Σ(gC, tC) = {αkl | 1 k = l  3},
où
αkl
(
diag(h1, h2, h3)
)= hk − hl.
Le sous-espace radiciel gαkl
C
pour la racine αkl est CEkl . Ici Ekl ∈ M3(C) désigne la matrice
élémentaire d’indice kl. La coracine de αkl est la matrice Hkl =Ekk −Ell .
Posons H = iH12. Alors (H,Z) est une base de t. De plus K := {α12, α21} est l’ensemble
des racines compactes.
Soit f ∈ t∗ ⊂ g∗ une forme fortement régulière (on utilise la décomposition g= t⊕[t,g] pour
identifier t∗ à un sous-epace de g∗). Ceci équivaut à dire que l’algèbre de Lie de son stabilisateur,
g(f ) = t. Donc + := {α ∈  | 〈f, iα〉 > 0} est un ensemble de racines positives. Dans ce cas,
on dit que f est dans le cône holomorphe, si p+
C
:=⊕α∈+n gαC est une sous-algèbre (abélienne)
de gC, où +n est l’ensemble des racines non compactes dans +.
On peut vérifier directement qu’une forme f ∈ t∗ est fortement régulière si et seulement si
|f (H)| = 0 et |f (H)| = |f (Z)|. De plus une forme fortement régulière f ∈ t∗ est dans le cône
holomorphe si et seulement si |f (H)| < |f (Z)|.
Supposons que πλ est une série discrète de G avec le paramètre de Harish-Chandra λ ∈ (it)∗.
Donc fλ := −iλ ∈ t∗ ⊂ g∗ est fortement régulière etOfλ :=G.fλ est l’orbite coadjointe associée
à πλ (au sens de Duflo). De plus πλ est une série discrète holomorphe si et seulement si fλ
est dans le cône holomorphe (ici comme dans [5], on ne distingue pas les « séries discrètes
holomorphes » et celles « anti-holomorphes »).
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de p. L’ensemble des racines restreintes associées est {±β,±2β} avec β(tS) = t , t ∈ R. Les
sous-espaces radiciels correspondants sont gβ =RE1 ⊕RE′1 et g2β =RE2, où
E1 =
(0 −1 0
1 0 −1
0 −1 0
)
, E′1 =
( 0 −i 0
−i 0 i
0 −i 0
)
, E2 = i
(2 0 −2
0 0 0
2 0 −2
)
.
On a [E1,E′1] = E2. Notons n = gβ + g2β et N = exp(n). Alors les décompositions d’Iwa-
sawa correspondantes sont g = k ⊕ a ⊕ n et G = KAN . Il est connu que N est un groupe de
Heisenberg de dimension 3.
Posons W = i3 (H12 + H32). Alors m = RW est le centralisateur de a dans k . De plus[W,E1] =E′1, [W,E′1] = −E1, et [W,E2] = 0. Donc b=m⊕a⊕n est une sous-algèbre de Bo-
rel. Notons M := exp(m) qui est le centralisateur du sous-groupe A dans K . Ainsi, B := MAN
est le sous-groupe de Borel associé à b. Pour ce dont on a besoin, on note b1 = a ⊕ n et
B1 =AN .
3. La conjecture de Duflo pour (G,B)
Pour simplifier, dans tout ce qui suit, sauf indication contraire, on garde toutes les notations
concernant G= SU(2,1) de la section précédente. Soit f0 ∈ t∗ ⊂ g∗ une forme linéaire fortement
régulière et Of0 :=G.f0. On désigne par p la projection naturelle p :Of0 → b∗.
3.1. Orbites coadjointes fortement régulières (et admissibles) de b∗
W , S, E1, E
′
1 et E2 est une base de b, où les matrices sont comme celles dans la section 2.
On note W ∗, S∗, E∗1 , E′ ∗1 et E∗2 la base duale de b∗.
Proposition 3.1. Soit b∗fr l’ensemble des formes fortement régulières de b∗. Alors :
1. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(a) h ∈ b∗ est fortement régulière.
(b) b(h) est conjuguée à m.
2. b∗fr est un ouvert de b∗ donné par b∗fr = {h ∈ b∗: h(E2) = 0}.
3. On a la décomposition en orbites : b∗fr =
⊔
r∈R, ε∈{±1}Ωr,ε , avec Ωr,ε = B.(rW ∗ + εE∗2 ).
De plus en tant que variété différentielle, Ωr,ε est difféomorphe à B1.
4. Ωr,ε est admissible si et seulement si r + 12 ∈ Z/3.
Démonstration. Pour les trois premières assertions, la démonstration est assez directe. La der-
nière assertion découle essentiellement de [1]. Pour les détails, on renvoie à [7]. 
Dans la suite, on note aussi Ωr,± :=Ωr,±1. Alors, par des calculs directs :
Ωr,± =
{
wW ∗ + sS∗ + xE∗1 + yE′ ∗1 + zE∗2
∣∣∣ x, y, s ∈R, ±z > 0, w = r − x2 + y22z
}
.
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Ψ :R×B1 × {±1} → b∗fr,
(r, x, ε) → x.(rW ∗ + εE∗2).
Pour h ∈ b∗fr , on écrit Ψ−1(h) = (r(h), x(h), ε(h)). Alors on a r(h) = w+ x
2+y2
2z et ε(h) = z|z|
pour h=wW ∗ + sS∗ + xE∗1 + yE′ ∗1 + zE∗2 ∈ b∗fr .
3.2. La faible propreté (et la propreté) de la projection p
Pour ce dont on a besoin dans la suite, on identifie g∗ à g via « − 12 tr(.) ». Alors, k est ortho-
gonal à p et « − 12 tr(.) » définit un produit scalaire sur k.
Posons F =E12 −E21 et V = i(E12 +E21), où les Ekl ∈M3(C) sont définis dans la section 2.
Alors (H,F,V ) est une base orthonormée de l’algèbre dérivée k′ de k. Comme le sous-groupe
dérivé K ′ de K est isomorphe à SU(2) et les orbites coadjointes non triviales de SU(2) sont de
dimension 2, on a
K.H ∗ ∼= {x1H + x2F + x3V ∣∣ x21 + x22 + x23 = 1}. (P)
Théorème 3.2. Soit f0 ∈ t∗ ⊂ g∗ une forme linéaire fortement régulière et Of0 := G.f0. Alors la
projection p :Of0 → b∗ est faiblement propre. De plus elle est propre sur l’image si et seulement
si f0 est dans le cône holomorphe.
Démonstration. D’abord, comme G = BK , il est clair que p(G.f0) = B.p(K.f0). Soit donc
k ∈ K . Comme p est K-invariant, p(K.f0) est contenu dans l’orthogonal de p∩ b= a=RS. On
a donc
p(k.f0)= 〈k.f0,W 〉W ∗ + 〈k.f0,E2〉E∗2 + 〈k.f0,E1〉E∗1 +
〈
k.f0,E
′
1
〉
E′ ∗1 .
De sorte que p(k.f0) ∈ b∗fr ⇔ 〈k.f0,E2〉 = 0.
Soit K˜ := {k ∈ K | 〈k.f0,E2〉 = 0}, c’est un ouvert de K . Soit donc k ∈ K˜ , on pose r(k) =
r(p(k.f0)), x(k) = x(p(k.f0)) et ε(k) = ε(p(k.f0)). Alors
r(k) = 〈k.f0,W 〉 + 〈k.f0,E1〉
2 + 〈k.f0,E′1〉2
2〈k.f0,E2〉 . (∗)
Maintenant d’après (P), on a
k.f0 = 〈k.f0,H 〉H ∗ + 〈k.f0,F 〉F ∗ + 〈k.f0,V 〉V ∗ + 〈f0,Z〉Z∗ ∈ g∗,
avec 〈k.f0,H 〉2 + 〈k.f0,F 〉2 + 〈k.f0,V 〉2 = 〈f0,H 〉2. D’autre part, par des calculs directs,
on a 〈H ∗,W 〉 = 12 , 〈F ∗,W 〉 = 〈V ∗,W 〉 = 0 et 〈Z∗,W 〉 = − 16 , de sorte que 〈k.f0,W 〉 =
1
2 〈k.f0,H 〉 − 16 〈f0,Z〉. De même, on obtient 〈k.f0,E2〉 = 〈k.f0,H 〉 + 〈f0,Z〉, 〈k.f0,E1〉 =−〈k.f0,F 〉 et 〈k.f0,E′ 〉 = −〈k.f0,V 〉.1
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r(k) = 1
2
〈k.f0,H 〉 − 16 〈f0,Z〉 +
〈f0,H 〉2 − 〈k.f0,H 〉2
2(〈k.f0,H 〉 + 〈f0,Z〉)
= 1
3
〈f0,Z〉 + 〈f0,H 〉
2 − 〈f0,Z〉2
2(〈k.f0,H 〉 + 〈f0,Z〉) .
Donc
r(k) = 1
3
〈f0,Z〉 + 〈f0,H 〉
2 − 〈f0,Z〉2
2〈k.f0,E2〉 . (∗∗)
Maintenant, pour δ > 0, posons Kδ = {k ∈K | |〈k.f0,E2〉| δ}, c’est un compact de K .
Soit Γ ⊂ b∗fr un compact. Alors il existe u < v ∈ R et L ⊂ B1 compact tels que Γ ⊂
Ψ ([u,v] × L × {±1}). Soit k ∈ K , alors si B1p(k.f0) ∩ Γ = ∅, on a k ∈ K˜ et r(k) ∈ [u,v].
Compte tenu de la formule (∗∗) donnant r(k), cela montre qu’il existe δ > 0 tel que l’ensemble
KΓ = {k ∈K | B1p(k.f0)∩ Γ = ∅} est contenu dans Kδ . Soit y ∈ B1 et k ∈K , alors on a
p(yk.f0) ∈ Γ ⇔ k ∈ KΓ et yx(k)
(
r(k)W ∗ + ε(k)E∗2
) ∈ Γ
⇒ k ∈ Kδ, r(k) ∈ [u,v] et yx(k) ∈L
⇒ k ∈ Kδ, et y ∈ L
(
x(Kδ)
)−1
.
On voit donc que p−1(Γ ) ⊂ L(x(Kδ))−1Kδf0. Or L et Kδ étant compacts et p−1(Γ ) étant
fermé, on en déduit que p−1(Γ ) est compact, donc p est faiblement propre.
Maintenant, si f0 est dans le cône holomorphe, c’est-à-dire |f0(Z)| > |f0(H)|, alors d’après
ce qui précède, on a p(G.f0) ⊂ b∗fr . Donc p est propre sur l’image. Si |f0(Z)| < |f0(H)|, alors
on voit facilement que K\K˜ = ∅ et si k ∈ K\K˜ , on vérifie directement que expRE2.(k.f0) ⊂
p−1(p(k.f )) de sorte que p n’est pas propre sur l’image. Donc la démonstration est bien ache-
vée. 
On déduit facilement de la preuve du théorème précédent le corollaire suivant :
Corollaire 3.3. Soit f0 ∈ t∗ ⊂ g∗ fortement régulière, alors :
1. Si f0 est dans le cône holomorphe, alors p(G.f0) ∩ b∗fr = {x ∈ Ωr,ε0 : |6r + f0(Z)| 
3|f0(H)|}, où ε0 = |f0(Z)|f0(Z) .
2. Sinon, p(G.f0) ∩ b∗fr = {x ∈ Ωr,−: 6r + f0(Z)  −3|f0(H)|} ∪ {x ∈ Ωr,+: 6r + f0(Z) 
3|f0(H)|}.
3.3. Restriction des séries discrètes
Rappelons qu’une B-orbite fortement régulière Ωr,± est admissible si et seulement si r + 12 ∈
Z/3. Comme le stabilisateur de tout point dans Ωr,± est un tore de dimension 1, d’après la
théorie de Duflo (voir [1]), toute Ωr,± qui est admissible est associée à une seule représentation
irréductible. Alors pour m ∈ Z, on note Tm,−, la représentation irréductible associée à Ωr,−,
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compact, d’après la théorie de Duflo, l’ensemble {Tm,±: m ∈ Z} est exactement l’ensemble des
séries discrètes de B .
Maintenant soit πλ une série discrète de G = SU(2,1) avec λ ∈ (it)∗ son paramètre de Harish-
Chandra. Alors son orbite associée est Oπλ := G.f0 avec f0 = −iλ ∈ t∗ ⊂ g∗. D’autre part, il
est clair que λ(Hij ) ∈ Z, où les Hij sont définis dans la section 2. Sans perte de généralité, on
peut supposer λ(H12) > 0, c’est-à dire f0(H) > 0. Remarquons que f0(H)−f0(Z) est un entier
pair.
D’abord, supposons que πλ est holomorphe et f0(Z) < 0 (pour f0(Z) > 0, le traitement est
pareil). Alors d’après le Theorem 5.22 dans [10] (voir aussi [7]), on a
Théorème 3.4. Soit πλ holomorphe avec la forme linéaire associée f0 ∈ t∗ vérifiant f0(H) > 0
et f0(Z) < 0. Alors on a
πλ|B ∼=
f0(H)−1⊕
m=0
T
(
3f0(H)−f0(Z)
2 −3m),−
.
D’autre part, d’après le corollaire 3.3 et la proposition 3.1, on déduit qu’il y a 3f0(H) B-
orbites coadjointes fortement régulières et admissibles qui sont contenues dans p(Oπλ) : ce sont
Ω
(
3f0(H)−f0(Z)
6 + 1−m3 − 12 ),−
, où 0m 3f0(H)− 1 et m ∈ Z.
Comme Tm,− est associée à l’orbite Ω(m3 − 12 ),−, on déduit donc des théorèmes 3.2 et 3.4
que les assertions (i) et (ii) de la conjecture de Duflo sont confirmées pour (G,πλ,B) pour πλ
holomorphe.
Remarque. Pour πλ holomorphe, il y a 3f0(H) B-orbites coadjointes fortement régulières et
admissibles contenues dans p(Oπλ) et chaque telle orbite correspond à une (seule) représentation
irréductible de B . Cependant, il n’y a que f0(H) telles orbites dont la représentation associée
figure dans la décomposition πλ|B . On va voir un phénomène analogue pour πλ non-holomorphe.
Maintenant supposons que πλ est non-holomorphe. Alors d’après [7, théorème 6.10], on a
Théorème 3.5. Soit πλ non-holomorphe avec la forme linéaire associée f0 ∈ t∗ vérifiant
f0(H) > 0. Alors on a
πλ|B ∼=
+∞∑
m=0
T[3m+ 3f0(H)−f0(Z)2 ],+
⊕
+∞∑
m=0
T[−(3m+ 3f0(H)+f0(Z)2 )],−
.
D’autre part, selon le corollaire 3.3 et la proposition 3.1, on déduit qu’il y a un nombre infini
de B-orbites coadjointes fortement régulières et admissibles qui sont contenues dans p(Oπλ) : ce
sont
Ω
(
−3f0(H)−f0(Z)
6 − n3 − 12 ),−
et Ω
(
3f0(H)−f0(Z)
6 + n3 + 12 ),+
avec n ∈ Z et n−1.
Donc on déduit des théorèmes 3.2 et 3.5 que les assertions (i) et (ii) de la conjecture de Duflo
sont confirmées pour (G,πλ,B) pour πλ non-holomorphe.
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Si G est un groupe de Lie semi-simple connexe, K ⊂G est un sous-groupe compact maximal,
alors on a la célèbre formule de Blattner qui est une identité combinatoire donnant la multiplicité
des K-types dans les séries discrètes. Une question qui se pose naturellement est : peut-on ex-
primer les multiplicités à l’aide de formules qui ne soient « visiblement » pas combinatoires ? La
réponse est : du moins, si H ⊂ G est un sous-groupe compact, oui. En fait dans ce cas, Paradan
a surtout réécrit la formule de Blattner sous forme géométrique. Parmi les objets qu’il a utilisés
figurent les espaces réduits liés à la structure symplectique de l’orbite coadjointe associée . Il n’y
a pas encore une bonne théorie générale pour les groupes de Lie non compacts agissant sur les
variétés symplectiques. L’objectif de cette section est de montrer des résultats analogues à ceux
de Paradan pour le groupe SU(2,1) et le sous-groupe de Borel B .
Soit donc G= SU(2,1) et soit f0 ∈ t∗ ⊂ g∗ une forme fortement régulière. Soit Of0 :=G.f0.
Rappelons que B agit dans Of0 par l’action coadjointe, de sorte que (Of0 ,,B,p) devient
un espace Hamiltonien. Pour la B-orbite fortement régulière Ωr,±, on désigne l’espace réduit
associé p−1(Ωr,±)/B par Xr,±.
Proposition 3.6. Supposons Ωr,± ⊂ p(Of0), alors l’espace réduit Xr,± est un point.
Démonstration. La démonstration est assez directe, pour les détails, voir [7]. 
D’après les théorèmes 3.4 et 3.5, pour toute série discrète πλ, πλ|B est B-admissible et toute
multiplicité non nulle vaut 1. Pourtant, il n’y a exactement qu’un tiers des B-orbites fortement
régulières et admissibles dans p(Oπλ) dont la représentation associée intervient dans la décom-
position de πλ|B .
Dans la suite on va donner une interprétation de ce phénomène dans le cadre de la quanti-
fication Spinc. Cette interprétation s’inspire des travaux de Paradan (surtout le Theorem 2.16
dans [9]) pour les groupes de Lie compacts agissant dans les variétés symplectiques avec l’appli-
cation moment propre. Ce qui est nouveau dans notre cas est que le groupe B n’est ni compact
ni réductif. De plus pour toute série discrète (holomorphe ou pas), le résultat s’applique, même
si l’application moment (i.e., la projection) n’est pas forcément propre.
Avant d’aller plus loin, nous devons expliquer quel est le fibré associé à une orbite forte-
ment régulière et admissible dans le cadre de la quantification Spinc . Soit G un groupe presque
algébrique d’algèbre de Lie g et f ∈ g∗ une forme fortement régulière et admissible dont le sta-
bilisateur est compact. Nous supposons que G et G(f ) sont connexes. Comme AdG(f ) est un
tore compact, il existe un lagrangien complexe l et positif dans gC qui soit G(f )-invariant. Par
suite, il existe un caractère χf de G(f ) de différentielle «ρl + if |g(f ) » (pour la définition «ρl »
et plus de détails, voir [1, p. 154, Remarque 2]). Il s’avère que ce caractère ne dépend pas du
choix du lagrangien positif l. On définit alors le fibré associé à l’orbite comme le fibré en droites
L=G×G(f ) Cχf .
Donnons deux exemples qui nous intéressent. Soit πλ une série discrète de G = SU(2,1)
avec le paramètre de Harish-Chandra λ ∈ (it)∗ et soit f0 = −iλ de sorte que l’orbite associée
est Of0 := G.f0. Dans ce cas, le fibré L de base Of0 est défini par le caractère χf0 de T :=
exp(t) = G(f0) de différentielle le paramètre de Blattner Λ = λ+ ρ − 2ρK , où ρ (resp. ρK ) est
la demi-somme de l’ensemble de racines positives + (resp. racines compactes de +). Ici +
est défini dans la section 2. Plus généralement, si g ∈ G.f0, on désigne par χg le caractère par
lequel G(g) agit dans la fibre de L au dessus de g.
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3 ± 12 ,± et soit hm,± l’élément
de cette orbite tel que hm,± = (m3 ± 12 )W ∗ ± E∗2 et dont le stabilisateur est M . En utilisant une
polarisation positive (voir [7]), on voit que dans ce cas le fibré L de base Ωm
3 ± 12 ,± est défini par
le caractère χhm,± de M dont la différentielle vérifie dχhm,±(W)= i(m3 ).
Dans la suite, soit πλ une série discrète de G = SU(2,1) avec f0 ∈ t∗ sa forme linéaire asso-
ciée. Pour f ∈ g∗, M(f ) désigne le stabilisateur de f pour l’action de M sur g∗. Il est clair que
M(f )=M ∩G(f ). Soit ZG le centre de G, alors ZG ∼= Z/3Z.
Proposition 3.7. Supposons que Ωm
3 ± 12 ,± soit contenue dans p(G.f0). Soit fm ∈ G.f0, tel que
p(fm) = hm,±. Alors, la multiplicité de la série discrète Tm,± de B dans πλ|B vaut 1 si les
caractères χfm et χhm,± ont même restriction au sous-groupe M(fm) et 0 sinon.
Démonstration. On vérifie d’abord que M(fm) est le centre ZG du groupe G. Le reste découle
du corollaire 3.3 et des théorèmes 3.4 et 3.5 plus haut. 
Ce résultat est l’analogue du résultat démontré par Paradan [9, Section 2.4, “Quantization
of points”, Theorem 2.16], dans lequel il considère un groupe de Lie compact agissant sur une
variété symplectique avec application moment propre et calcule la quantification de l’espace
réduit lorsqu’il est un point. En effet, d’après la proposition 3.6, l’espace réduit d’une orbite
Ωm
3 ± 12 ,± contenue dans p(G.f0) est réduit à un point.
Par analogie avec le résultat de Paradan, nous dirons que la quantification Spinc que l’on
note Qspin(Xm
3 ± 12 ,±) de l’espace réduit Xm3 ± 12 ,± vaut 1 si les caractères χfm et χhm,± ont même
restriction au sous-groupe M(fm) et 0 sinon (ce cas englobant celui où l’espace réduit est vide,
i.e. l’orbite Ωm
3 ± 12 ,± n’est pas contenue dans p(G.f0)).
Avec cette convention, on voit que l’assertion (iii) de la conjecture de Duflo est confirmée
pour (G,πλ,B) pour toutes les séries discrètes.
Remarque. Le fait que tout espace réduit non vide Xr,± soit un point semble donner une ex-
plication géométrique au fait que la multiplicité de toute série discrète de B dans πλ|B est au
plus 1.
Remerciements
Cet article est essentiellement tiré de ma thèse. Je tiens à remercier P. Torasso et B. Krötz
d’avoir lu ce texte et avoir fait des remarques utiles. Je remercie M. Duflo avec qui j’avais eu
des discussions importantes pendant ma thèse. Mon merci va à M. Vergne pour des discussions
concernant la quantification géométrique. Enfin, je voudrais remercier le referee pour ses bonnes
remarques et suggestions sur une version plus ancienne de cet article.
Références
[1] M. Duflo, Construction de représentations unitaires d’un groupe de Lie, Cours d’été du CIME, Cortona, 1980.
[2] H. Fujiwara, Sur les restrictions des représentations unitaires des groupes de Lie résolubles exponentiels, Invent.
Math. 104 (3) (1991) 647–654.
[3] V. Guillemin, S. Sternberg, Geometric quantization and multiplicities of group representations, Invent. Math. 67 (3)
(1982) 515–538.
412 G. Liu / Journal of Functional Analysis 264 (2013) 403–412[4] G.J. Heckman, Projections of orbits and asymptotic behavior of multiplicities for compact connected Lie groups,
Invent. Math. 67 (2) (1982) 333–356.
[5] A.W. Knapp, Representation Theory of Semisimple Groups. An Overview Based on Examples, Princeton University
Press, Princeton, NJ, 2001.
[6] T. Kobayashi, Discrete decomposability of the restriction of Aq(λ) with respect to reductive sub-groups and its
applications, Invent. Math. 117 (1994) 181–205.
[7] G. Liu, Restriction des séries discrètes de SU(2,1) à un sous-groupe exponentiel maximal et à un sous-groupe de
Borel, thèse de doctorat, Université de Poitiers, disponible sur http://arxiv.org/abs/1208.0992.
[8] G. Liu, Duflo’s conjecture for the branching to the Iwasawa AN-subgroup, arXiv:1207.5071.
[9] P.E. Paradan, Formal geometric quantization II, Pacific J. Math. 253 (2011) 169–212, arXiv:0906.4436.
[10] H. Rossi, M. Vergne, Representations of certain solvable Lie groups on Hilbert spaces of holomorphic functions and
the application to the holomorphic discrete series of a semisimple Lie group, J. Funct. Anal. 13 (1973) 324–389.
